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Resumen Sistema I es un calculo lambda simplemente tipado con pa-
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1. Introduccion

Dos tipos A y B son considerados isomorfos (=) si existen dos funciones f
de tipo A = By g de tipo B = A tales que la composicién go f: A = A esla
identidad en A y la composicion fog: B = B es la identidad en B. Di Cosmo et
al. [9] caracterizaron los tipos isomorfos en diferentes sistemas, entre ellos, tipos
simples, tipos simples con pares y polimorfismo. Utilizando esta caracterizacion,
Diaz-Caro y Dowek [12] definieron Sistema I, un calculo lambda simplemente ti-
pado con pares donde los tipos isomorfos son considerados iguales. De esta mane-
ra, si Ay B son isomorfos, cada término de tipo A puede usarse como un término
de tipo B. Por ejemplo, el isomorfismo (AAB) = C = A= B = C, en el que
esta basada la currificacion, permite pasar argumentos de a uno a funciones que
esperan pares. Normalmente, esto requerirfa que una funcion f : (AA B) = C
sea transformada explicitamente mediante otra funcién h en la funcién hf de
tipo A = B = C. Sistema I considera que f tiene ambos tipos ((AA B) = C
y A = B = (), y la transformaciéon ocurre implicitamente sin necesidad de
utilizar h. Para que esto funcione, Sistema I incluye una relaciéon de equivalencia
entre términos (2); por ejemplo, r(s,t) es equivalente a rst, estando susten-
tada esta equivalencia por el isomorfismo de la currificacién y también por la
intuicién: si r espera como argumento un par de valores, entonces puede reci-
bir esos valores de forma separada. Ademas, modifica la semantica operacional
restringiéndola con respecto al tipo del argumento: si s tiene tipo A, entonces
(Az?.r)s B-convierte a [r := s|r. Esto impide conversiones incorrectas como

50JAIIO - EST - ISSN: 2451-7615 - P4gina 104



EST, Concurso de Trabajos Estudiantiles

(AzANB ) sAtB — 5 ([2AE = s4)r)tP (notar que la expresion original es tipa-
ble debido al isomorfismo de la currificacion), forzando el uso de la equivalencia
(AzANE )48 = (AxA7B r)(s4,tP) para luego proceder con la B-conversion
correcta, obteniendo [zA"B := (s4,¢5)]r.

La identificacion de proposiciones ha sido previamente investigada, por ejem-
plo, en la teoria de tipos de Martin-Lof [21], en el Célculo de Construcciones [6], y
en Deduction modulo theory [16,17], donde diferentes proposiciones como A C B,
A€ P(B)yVx (x € A= z € B), pueden ser identificadas. Sin embargo, la
igualdad definicional no trata isomorfismos. Por ejemplo, AA By B A A no se
identifican en estas logicas. Ademés de la igualdad definicional, identificar tipos
isomorfos en teorfa de tipos es también un objetivo del axioma de univalencia
[29]. Desde el punto de vista de la programacion, los isomorfismos capturan la
correspondencia de utilidad computacional entre tipos, es decir, dados dos tipos
isomorfos, podremos obtener los mismos resultados a partir de ellos. Tomando
como ejemplo nuevamente a la currificacion, una funciéon f de tipo (AAB) = C
puede transformarse en una f’ de tipo A = B = C, y a partir de ambas po-
dremos obtener el mismo C', ya sea mediante la aplicacion de f con un par de
valores A A B, o de la aplicacion de f’ con esos mismos valores A y B por se-
parado. Estas dos funciones f y f’ difieren entonces en la forma en que pueden
ser combinadas con otros programas, pero comparten la misma utilidad final:
computan un C a partir de un A y un B. En este sentido, la propuesta de
Sistema I es permitir que los programadores se centren en la utilidad de los pro-
gramas, admitiendo combinar cualquier programa con aquellos combinables con
sus correspondientes isomorfos (e.g., frds? y f/(r4,sP)), relajando la rigidez
de los sistemas de tipos cléasicos dentro del contexto seguro provisto por la teoria
de tipos isomorfos. Desde la perspectiva de la logica, los isomorfismos hacen que
las pruebas sean mas naturales. Por ejemplo, probar (AA (A = B)) = B en
deduccion natural requiere introducir la hipotesis conjuntiva A A (A = B), que
debe descomponerse luego en las proposiciones A y A = B, mientras que la cu-
rrificacion permite transformar la proposicion a probar en A = (A = B) = B,
e introducir directamente las hipotesis A y A = B, eliminando la necesidad de
introducir la hipoétesis conjuntiva.

Uno de los pioneros en el uso de isomorfismos en lenguajes de programa-
cion fue Rittri [24], que utilizo tipos igualados por isomorfismos para buscar
programas en bibliotecas.

Un intérprete de una version preliminar de Sistema I extendido con ndme-
ros y recursion fue implementado en Haskell [15]. Este lenguaje tiene algunas
caracteristicas particulares; por ejemplo, mediante el uso del isomorfismo entre
A= (BANC)y (A= B)A(A = C), es posible proyectar una funciéon que
computa un par de elementos (sin haber aplicado la funcion), y obtener median-
te evaluacién una funciéon més sencilla que computa solo el elemento del par que
interesa, descartando el codigo que computa el elemento que no interesa. En el
paper se incluyen ejemplos no triviales.

En este articulo presentamos una extension de Sistema I a polimorfismo,
considerando los isomorfismos correspondientes. Este trabajo es un resumen de
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AANB=BAA (1)
AN(BAC)=(AANB)AC (2)

A= (BANC)=(A=B)A(A=C) (3)
(ANAB)=C=A=B=C 4)

Si X ¢ FTV(A), VX.(A= B)=A=VX.B (5)
VX.(AAB)=VX.AANVX.B (6)

Cuadro 1. Isomorfismos considerados en SIP

la tesina de grado con mismo titulo [28], con el agregado de una prueba de
normalizacién fuerte, un resultado posterior derivado de la misma. En octubre
de 2019 fueron publicados [25] en el XXV Congreso Argentino de Ciencias de la
Computacion (CACIC) los resultados preliminares de la tesina; en marzo de 2020
fue defendida la tesina en la Universidad Nacional de La Plata; y en septiembre
de 2020 fueron publicados [26] en el 32nd Symposium on Implementation and
Application of Functional Languages (IFL) los resultados finales con la prueba
de normalizacién fuerte.

El trabajo se organiza como sigue: la Seccion 2 introduce el sistema propues-
to, y la Seccion 3 da ejemplos para clarificar las construcciones. Las Secciones 4
vy 5 prueban, respectivamente, las propiedades de preservacion de tipos y nor-
malizacion fuerte, que son los dos teoremas principales. Finalmente, la Seccion 6
discute algunas decisiones de diseno y posibles direcciones para trabajo futuro.

2. Sistema I Polimoérfico

Definimos Sistema I Polimoérfico (SIP) como una extension de Sistema I [12]
a tipos polimérficos. La sintaxis de los tipos coincide con la de Sistema F [20,
Chapter 11] con pares:

A = X|A=A|ANA|VX.A

donde X € T Var, un conjunto de variables de tipo.

La extension con respecto a Sistema F con pares consiste en agregar una
regla de tipado tal que si t tiene tipo A y A = B, entonces t también tiene tipo
B, lo que vale para cualquier par de tipos isomorfos A y B. Este agregado no
trivial induce una modificacién de la semantica operacional del calculo.

Hay ocho isomorfismos que caracterizan a todos los isomorfismos validos en
Sistema F con pares (cf. [9, Table 1.4]). De esos ocho, consideramos los seis dados
como una congruencia en el Cuadro 1, donde FT'V(A) es el conjunto de variables
de tipo libres, definido como es usual.

Los dos isomorfismos no listados son los siguientes:

VX.A=VY.[X :=Y]A (7)

50JAIIO - EST - ISSN: 2451-7615 - P4gina 106



EST, Concurso de Trabajos Estudiantiles

VX.VY.A = VYVX.A (8)

El isomorfismo (7) es de hecho una a-equivalencia, y SIP ya considera a los
términos y tipos moédulo a-equivalencia. No hacemos explicito el isomorfismo
para evitar confusion. El isomorfismo (8), por otro lado, no es incorporado en
este trabajo porque SIP es presentado & la Church (al igual que Sistema I),
por lo que intercambiar los pardmetros en una abstraccién de tipos implicaria
intercambiar los argumentos de tipo con una notacién incémoda y poca ganancia.
Discutimos més al respecto en la Seccion 6.1.

La nueva regla de tipado induce ciertas equivalencias entre términos. Por
ejemplo, el isomorfismo (1) implica que los pares (r,s) y (s,r) son indistingui-
bles, dado que ambos tienen tipo A A B y B A A, por lo que los consideramos
equivalentes. De igual modo, como consecuencia del isomorfismo (2), (r, (s, t))
es equivalente a ((r, s),t).

Esta equivalencia entre términos provoca que la proyecciéon con respecto a la
posicion (i.e. m;((r1,r2)) < r;), como es definida usualmente, no sea adecuada
para este sistema: 71 ((r, s)) reduciria a r, y a su vez dado que (r, s) es equivalente
a (s,r), también reduciria a s. Es por esto que SIP (asi como Sistema I), define
la proyeccion con respecto al tipo: si I' - r : A, entonces w4 ((r, s)) < r.

Esta regla torna SIP en un sistema no determinista (y por lo tanto no con-
fluente), ya que si r y s tienen tipo A, w4 (r, s) podra reducir a r o a s. De todas
formas, este no determinismo no constituye un problema. Si se piensa a SIP
como un sistema de pruebas, y en presencia de la propiedad de preservacion de
tipos, el no determinismo implica que el sistema identifica las pruebas diferentes
de proposiciones isomorfas (como una forma de proof-irrelevance). Por otra par-
te, si se considera a SIP como un lenguaje de programacion, el determinismo se
puede recuperar mediante la siguiente codificacion: si r y s tienen el mismo tipo,
la proyeccion determinista de (r,s) a r serd mp= a((A\xP.7, \AxC.s))t, con t de
tipo By B # C. Por lo tanto, el no determinismo de SIP, heredado de Sistema
I, se considera una caracteristica deseable y no un inconveniente (cf. [12] para
una discusion mas profunda).

SIP (asi como Sistema I), es uno méas de los calculos no deterministas que se
pueden encontrar en la literatura, e.g. [4,5,7,8,22], y nuestro operador de cons-
truccion de pares puede considerarse como el operador de composiciéon paralela
de un célculo no determinista.

En los célculos no deterministas, la eleccién no determinista r @ s, con r y
s abstracciones, representa a la computacién que ejecuta r o s de manera no
determinista, es decir tal que (r & s)t reduce a rt o a st. Por otro lado, con el
operador de composicion paralela ||, el término (r || )t reduce a rt || st y ejecuta
ambos rt y st en paralelo. En nuestro caso, dados r y s de tipo A = By t de
tipo A, el término 7 ({r, s)t) es equivalente a w5 ({rt, st)), que reduce a rt o a
st, mientras que el término (rt, st) ejecutaria ambas computaciones en paralelo.
Nuestro constructor de pares es entonces equivalente a la composicién paralela,
mientras que la eleccion no determinista se descompone en la construccion de
pares seguida de su destruccion.
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I'kr:A A=B I'z:AFr:B
F,x:A#x:A(ax) I'r:B S TrxAr:A= BTV
I'kr:A I's:B I'+tr:AANB I'r:A=10B I'ks:A
TFrns) :AAB " TFaar):A" Irrs:B (Fe)
I'tr:A X ¢ FTV(I) I'r:VX.A

IFAXr:vX.A ) TreB: (X =BjA"

Cuadro 2. Reglas de tipado

En SIP y en Sistema I, el no determinismo se produce por la interaccion de
dos operadores: (,) y m. Esto también tiene relacion con los calculos algebrai-
cos [1,2,3,30,11,14], algunos de los cuales fueron disefiados para expresar algorit-
mos cuanticos. Hay un claro vinculo entre nuestros operadores de construccion
y proyeccion de pares, y los operadores de superposicion (+) y medicion 7 de
dichos calculos. Alli el par r+ s no se interpreta como la eleccién no determinista,
sino como la superposicion de dos procesos que ejecutan r y s, y el operador 7
constituye la proyeccién relacionada a la medicion, que es el tnico operador no
determinista. En estos célculos la regla de distributividad (r + s)t & 7t + st se
entiende como la definicién punto a punto de la suma de dos funciones.

La sintaxis de los términos es similar a la de Sistema F con pares, con la
diferencia de que la proyeccion se efecttia con respecto al tipo en vez a la posicion.

o= x| Xt e | () | ma(r) | AXr | r[A]
donde 4 € Var, un conjunto de variables tipadas. Omitimos el tipo de las
variables cuando es evidente por contexto. Por ejemplo, escribimos Az4.x en vez
de AzA.zA.

El sistema de tipos de SIP es estandar, con solo dos cambios con respecto
al de Sistema F con pares: la eliminacion de la proyeccion (A.)y la regla anadi-
da para los isomorfismos (=). El sistema completo se muestra en el Cuadro 2.
Escribimos I' + r : A para expresar que r tiene tipo A en el contexto I'. Notar
que, dado que el sistema se define a la Church, el contexto es redundante [19,23],
por lo que podremos escribir “r tiene tipo A” sin ambugiiedad. Excepto cuando
se indique de otra manera, usaremos las ultimas letras mayusculas del alfabeto
latino (W, X, Y, Z) para variables de tipo, las primeras letras mayusculas del al-
fabeto latino (4, B, C,...) para tipos cualesquiera, las tltimas letras mintsculas
del alfabeto latino (z,y, z) para variables de término, otras letras minisculas del
alfabeto latino (r,s,t,...) para términos cualesquiera, y letras mayusculas del
alfabeto griego (I', 4,...) para contextos.

Asi como los isomorfismos (1) y (2) inducen conmutatividad y asociativi-
dad en pares y una consecuente modificacién en la proyeccion, el isomorfismo
(3) provoca que una abstraccion de tipo A = (B A C) pueda considerarse co-
mo un par de abstracciones de tipo (A = B) A (A = C), y como tal pueda
ser proyectada. Luego una abstraccion que computa un par se identifica con
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un par de abstracciones, y un par aplicado distribuye su argumento. Es decir,
AzA (r,s) = (Azdor, \ed.s), y (r,s)t = (rt, st), donde = es un simbolo simétri-
co (y &* su clausura transitiva).

De igual modo, el isomorfismo (4) induce una equivalencia entre r(s,t) y
rst. Esta equivalencia produce una ambigiiedad con la S-reduccién. Por ejem-
plo, si s tiene tipo A y ¢ tiene tipo B, el término (Az4"B.r)(s,t) puede S-reducir
alr := (s,t)]r, pero también a ([z := s|r)t, mediante su equivalencia con
(AzANB r)st. Asi, la B-reduccion no serfa estable en la equivalencia. Para asegu-
rar la estabilidad en la equivalencia, la S-reduccion debe efectuarse solo cuando
el tipo del argumento coincida con el de la variable ligada: si I' F s : A, entonces
(AxA.r)s < [x = s]r.

Finalmente, los isomorfismos de polimorfismo inducen seis equivalencias, dos
relacionadas con la conmutacion entre el cuantificador universal y la flecha (de-
rivadas de (5)) y cuatro relacionadas con la distributividad entre el cuantificador
universal y el producto (derivadas de (6)). La existencia de diferentes equiva-
lencias inducidas por el mismo isomorfismo se debe a las distintas maneras de
construir términos, dadas por los constructores de tipos involucrados y sus res-
pectivas introducciones y eliminaciones.

La semantica operacional de SIP se define mediante la relacion < modulo la
relacién simétrica —:

— = 2o o2
Como es usual, escribimos —* para la clausura reflexiva y transitiva de —.
También podremos escribir <" para exprear n pasos en la relacién —, y —pg
para especificar que la regla usada es R. Puede verse la definicion completa de
estas relaciones en el Cuadro 3.

3. Ejemplos

En esta seccién presentamos algunos ejemplos para discutir uso y necesidad
de las reglas presentadas.

Ejemplo 1. Mostraremos el uso de equivalencias entre términos para construir
aplicaciones no validas en Sistema F con pares. Por ejemplo, la funcion apply
= A\fA=B x4 fa puede aplicarse con un par, e.g. {g,7), contg: A= ByF
r: A, porque, debido al isomorfismo (4), la derivaciéon en el Cuadro 4 es correcta.
Tenemos entonces (AfA=7B x4 f2)(g,r) = (AfAZBAzA . fx)gr ‘—>%X gr.

Ejemplo 2. Continuando con el ejemplo anterior, se pueden construir aplicacio-
nes equivalentes de otras maneras. Por ejemplo, el término (AfA=B \zA. fx)rg
tiene tipo debido a los isomorfismos (1) y (4), y reduce a gr:

AfAZB Xt fa)rg = (AT B fa)(r, g) = (A AT BNt fa) (g, 1) —F gr

Ejemplo 3. Concluyendo con el ejemplo anterior, la version sin currificar de
apply, \z(A=BIN . p(2)ma(2), puede aplicarse a - g: A= Bykr: A
como si estuviera currificada:

(Az(A=BINA Az (A=B)AA

Tamp(2)ma(2))gr = ( Ta=p(2)Ta(2))(g,7)
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(rysy = (s,1) (comm)

(r, (s, 1)) = ((r,5),1) (asso)

Az (r,s) = (Aat e Az s) (pisty)

(r,s)t = (rt, st) (p1sTapp)

r(s,t) = rst (curry)

Si X ¢ FTV(A), AX A xr = Az? AX (p-connny . )
Si X ¢ FTV(A), ()\a: 7)[B] = Azt r[B] (p-comuy, )
X.(r,s) & (AX.r, AX.s) (P-DISTVi/\i)

< s)[A] = (r[A4], s[A]) (p-prsTy, 4,)

myx.A(AX.r) 2 AX. 7rA( ) (P—DISTViAe)
Sir:VX.(BAC), (myx.B(1))[A] = mx.=a)5([A4]) (p-p1sTy, A, )

Sir'ks:A, Az?r)s— [z:=s]r (Br)
(AX.r)[A] = [X = A]r (Ba)
SiI'tr: A, ma((r,s)) —r (m)
res res res res res res
AzAor 2 dxds rt2 st tr 2ts(t,ry 2 (t,8) walr) 27wa(s) (r,t) 2 (s,t)
res T s TS TS TS
AXr =2 AX.s rlA] 2 s[A] Xxdr — dxAs rt— st tr—ts
s res re>s s re>s

(t,ry = (t,s) 7wa(r) = wa(s) (rt)y— (s,t) AXr— AX.s r[A] — s[A]

Cuadro 3. Semantica operacional de SIP

FAfAZB Xt fe: (A= B)=> A= B Fg:A=B Fr:A

FAfAZB A [z (A= B AA) =B Flon:(A=BArA
F (AfA=B A zA. fx)(g,7): B
Cuadro 4. Derivacién de tipos del ejemplo 1.

(=e)

FAX Az NfATX fr VX (A= (A= X) = X)
FAXNANATX 1. A= VX.(A= X) = X))

F(AX X zANfA=X fo)r VX (A= X) = X)
Cuadro 5. Derivacién del tipo del ejemplo 5.

) Fr:A

B 7TA¢B(<Q,T>)7TA(<Q,T>) (_>72'r gr

En los tres ejemplos previos la S-reduccion no puede ocurrir antes que las
equivalencias por la condicion de tipado de la regla (8y).

Ejemplo 4. Otro ejemplo interesante es el mencionado en la Seccion 1: una fun-
cién que computa un par puede proyectarse sin haber sido aplicada, dando como
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resultado una funcién que computa solo uno de los elementos del par. Conside-
ramos el término T4 p(Az?.(r,s)), con x : AFr:Byx:AF s:C. Tiene
tipo debido al isomorfismo (3), dado que A = (BAC) = (A= B)A (A= C),
y reduce ma—g(A\z?.(r,s)) = mas p((Axdr, Axd.s)) < Azt

Ejemplo 5. La regla (p-comm, _ ) es consecuencia del isomorfismo (5). Como
ejemplo tenemos el término (AX Az \fA= X fz)r, bien tipado asumiendo - 7 :
Ay X & FTV(A), como se muestra en el Cuadro 5, y cuya reduccién es la
siguiente:

(AXAANFAZX fo)r = D (AXNFAZX fo))r <5, (AXNFATX fr)

Ejemplo 6. La regla (r-commy__ ) es también consecuencia del isomorfismo (5).
Consideramos el término (Az"X-(X=X) 1)[A](AX \zX.z). Sea B = VX.(X =
X), y dado que B = B =VY.(B = (Y = Y)) (renombrando la variable por
legibilidad), tenemos - (AzP.7)[A)(AX.\z%.z) : A= A La reduccién es como
sigue:
A" X=X ) [AJ(AX A 2) 2 A" FZY) 2 [A])(AX ¥ )
gy (AX X .2)[A] =5, Aot

Ejemplo 7. Las reglas (e-pisty ,.) v (p-p1sty,,,) son consecuencia del isomor-
fismo (6). Consideramos el término vy (x=x)(AX.(Az*.z,7)), con b r : A.

Dado que VX.(X = X)A A) = (VX.(X = X)) AVX.A, podemos derivar
F mox.(x=x) (AX.(AaX .2, r)) : VX.(X = X). Una posible reduccion es:

WVX_(X:>X)(AX.<)\{EX.(E,7">) = WVX(X:>X)(<AX)\{L‘X(E,AXT>) —r AX)\.’EX.T

Ejemplo 8. La regla (r-pist,,,,) es también consecuencia del isomorfismo (6).
Consideramos el término (AX A \zX \yA.r, AX A zX AzB.8)[C], conFr : Dy
F s: E. Tiene tipo (C = A= D) A (C = B = E), y reduce como sigue:

(AX Az X Myr, AX M eX N8 ) [C] = (A My [C], DX AP .8)[C))

g, Ay, AxC 2B ls)

Ejemplo 9. La regla (e-pisty_,,) también es consecuencia del isomorfismo (6).
Consideramos el término (myx.(x= x)(AX.(Az¥.2,7)))[A] cuyo tipo es A = A,
y reduce asi:

(Tyx.(x=x) (AX. a2, 7)) [A] 2 masa(AX. X 2, 7))[A])

g, Tasa(Artz, [X = Ar) =, Atz

4. Preservacion de tipos

En esta seccion probamos la preservacion de tipos en la reduccion. Primero
necesitamos caracterizar las equivalencias entre tipos, por ejemplo “si VX.A =
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BAC, entonces B=VX.B'y C =VX.C', con A= B'AC" (Lema 6). Debido a
la cantidad de isomorfismos, este tipo de lemas no es trivial. Para probar estas
relaciones definimos los factores primos de un tipo (Definicion 1): el multicon-
junto de tipos que no son equivalentes a una conjuncién, tal que la conjuncién de
todos sus elementos es equivalente al tipo original. Esta técnica fue previamente
utilizada en Sistema I [12] con tipos simples con un solo tipo basico 7. En SIP,
en cambio, tenemos infinitas variables como tipos bésicos, por lo que la prueba
es mas compleja.

Escribimos X para Xi,..., X,y vX.A paraVXj....VX,.A, paraalginn (en
este ultimo caso, si n = 0, entonces VX.A= A). Ademas, escribimos [A1, ..., 4,]
o [A;]™, para el multiconjunto con los elementos 4; a A,.

Definiciéon 1 (Factores primos).
PF(X) = [X] PF(A A B) = PF(A) & PF(B)
PF(A= B) = VX.((AAB;) = Y., con PR(B) = [vX:.(B: = Yo7,
PF(VX.A) = VX.VY;.(A; = Z)|, con PF(A) = [VYi.(A; = Z,)|7,

El Lema 1 y el Corolario 1 establecen la correctitud de la Definicién 1. Es-
cribimos A ([4;]%) para A}, A;.

Lema 1. Para todo A, existen X,n,Bi,..., By, Y1,...,Y, tal que PF(A)

Prueba. Por induccién directa en la estructura de A. O
Corolario 1. Para todo A, A = \(PF(A)).
Prueba. Por induccién en la estructura de A. O

El Lema 2 establece la estabilidad de los factores primos en la equivalencia
y el Lema 3 establece una suerte de resultado reciproco.

Definicién 2. [Ay,...,A,] ~ [Bi,...,By] sin = m y A; = By, para i =
1,...,n y p permutacion de {1,....n}.

Lema 2. Para todo A, B tal que A = B, vale PF(A) ~ PF(B).

Prueba. Primero chequeamos PF(A A B) ~ PF(B A A) y similar para los otros
cinco isomorfismos. Luego probamos por induccién estructural que si A y B
son equivalentes en un paso, entonces PF(A) ~ PF(B). Concluimos con una
induccién en la longitud de la derivacion de la equivalencia A = B. O

Lema 3. Para todo R, S multiconjuntos tal que R ~ S, vale A(R) = \(5). O

Lema 4. Para todo X,Z, A, B,Y,W tal que V)_('.(A =Y)= VZ.(B = W), vale
X=Z A=B,yY=W.

Prueba. Por inspeccion de los isomorfismos. O
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Lema 5. Para todo A, B,C1,C5 tal que A = B = C; A\ Cy, existen By, By tal
q’U,EClEAéBl,CQEAéBQyBEBl/\BQ. O

La prueba del Lema 5 puede encontrarse en el Apéndice A. Las pruebas de
los Lemas 6 y 7 son similares.

Lema 6. Para todo X, A, B, C tales que VX.A = BAC, existen B',C’ tales que

B=VX.B,C=VX.C' yA=DB' AC". O
Lema 7. Para todo X, A, B,C tales que VX.A = B = C, existe C' tal que
C=vVX.C yA=B=C(C". O

Dado que el calculo se presenta a la Church, SIP es dirigido por sintaxis, con
excepcion de la regla (=), por lo que el lema de generacion (Lema 9) es directo,
y tenemos el siguiente lema de unicidad:

Lema 8 (Unicidad moédulo). Para todo I'yr, A, B tales que I' = r : Ay
I'tr:B, vale A= B. O

Prueba. Silaultima regla de la derivacion I' - r : A es (=), existe una derivacion
més corta '+ 7 : C con C' = A, y, por hipotesis inductiva, C = B, por lo tanto
A = B. Si la dltima regla de la derivacion I' - r : B es (=) procedemos de igual
manera. Los demas casos son dirigidos por sintaxis. O

Lema 9 (Generacion). Para todo I',x,r,s,X, A, B:

1. Sil'tx: Ayl x: B, entonces A= B.

2. Si I'F X\x.r : B, entonces existe C tal que Iz : AFr:C yB=A= C.

8. SiI'Frs: A, entonces existe C tal que 'Fr:C=Ayl'Fs:C.

4. Si T'F (r,;s) : A, entonces existen C,D tales que A=CAD, I'+r:Cy
I'+s:D.

5. Si 'k ma(r): B, entonces A= B y existe C tal que ' -r: BAC.

6. Si I' v AX.r : A, entonces existe C tal que A = VX.C, ' - r : C y
X ¢ FTV(D).

7. Si I' = r[A] : B, entonces existe C' tal que [X := A][C = Byl F r:
vX.C. ]

Lema 10 (Substitucién).

1. Para todo I'yx,r,s,A, B tales que I'x : B+ r: Ay I+ s: B, tenemos
I'klz:=sr: A

2. Para todo I'yr, X, A, B tales que I' = r : A, tenemos [X := B|I' + [X :=
Blr: [X := BJA.

Prueba. Por induccion en r. Prueba detallada en Apéndice A. O

Teorema 1 (Preservacion de tipos). Para todo I'yr, s, A tales que I'+r: A
yr<sor=s, tenemos I'+s: A.

Prueba. Por induccién en la relacién —. A partir de la informacién provista
por el Lema 9 para cada término de un lado de la relacién, construimos una
derivaciéon que da el mismo tipo al del otro lado de la relacién en los casos =,
y aplicamos el Lema 10 para dar el tipo original al reducto en los casos <. La
prueba detallada puede encontrarse en la tesina [28]. O
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5. Normalizacién fuerte

En esta secciéon probamos normalizacién fuerte para la relacién —, es decir,
toda secuencia de reducciéon que parte desde un término tipado termina. Escri-
bimos SN para el conjunto de términos tipados fuertemente normalizantes con
respecto a la reduccion —, y |t| para el tamafio de la reduccion mas larga que
parte desde t.

Extendemos a polimorfismo la prueba de Sistema I [12]. Para probar que
todo término tipado estd en SN, asociamos a cada tipo A un conjunto [A] de
términos fuertemente normalizantes, como es usual. Un término - r : A se dice
“reducible” si r € [A]. Luego probamos un teorema de adecuacién estableciendo
que todo término bien tipado es reducible.

El conjunto [A; = Ay = -+ = A, = X] se puede definir como el conjunto
de los términos r tales que para todo s € [A41], rs € [A2 = -+ = A, = X]
0, lo que es equivalente, como el conjunto de términos r tales que para todo
s; € [Ai], rs1...5, € [X] = SN. Para probar que un término de la forma Az4.t
es reducible, es necesario usar la propiedad CR3 [20] en el primer caso, y la
propiedad de que un término esté en SN si todos sus reductos en un paso estan
en SN en el segundo caso. Como en SIP una introducciéon puede ser equivalente a
una eliminacion, e.g. (rt, st) = (r, s)t, no podemos utilizar la nocién de términos
neutrales que es necesaria para tener una propiedad equivalente a CR3. Por este
motivo usamos la segunda definicion para [-], y, dado que la reduccion depende
del tipado, el conjunto [A] se define como un conjunto de términos tipados.

5.1. Reducibilidad

Definicién 3 (Contexto de eliminacion). Consideramos una extension del
lenguaje donde introducimos un simbolo extra ()*, que llamaremos agujero de
tipo A. Definimos el conjunto de contextos de eliminacion con un agujero ()4
como el menor conjunto tal que:

= ()* es un contesto de eliminacion de tipo A,

. S50 KE:C es un contexto de eliminacion de tipo B = C' con un agujero de
tipo A y r € SN es un término de tipo B, entonces Kfﬁcr es un contexto
de eliminacion de tipo C con un agujero de tipo A,

» si KB es un contexto de eliminacion de tipo B A C' con un agujero de
tipo A, entonces TrB(KEAC) es un contexto de eliminacion de tipo B con un
agujero de tipo A,

» y si K58 es un contexto de eliminacion de tipo VX.B con un agujero de
tipo A, entonces K5X-P[C] es un contexto de eliminacion de tipo [X := C|B

con un agujero de tipo A.

Escribimos KB (r) para [()* := r](K%), donde ()* es el agujero de K5. En
particular, r puede ser un contexto de eliminacion.

Ejemplo 10. Sean
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K;?(:>(X/\X) = K3 (mx ()= 92))

)

K3 xo(xax) = KX:>(X/\X)(](]DVX.X$(XAX)[X]D

= KX (rx (07X X0 X)),

Tenemos K3 X:(XAX)(]AX.)\yX(y,y)[) = mx ((AX X (y,y))[X]z).

Definicién 4 (Términos internos de un contexto de eliminacion). Sea
K# un contexto de eliminacion. El multiconjunto de términos internos de K#
se define como

T =0 T(KZ™Cr) = T(KZ~) w{r}
7-( (KB/\C>) T(KB/\C> 7—( VX B[ ]) 7— KVX B)
Escribimos |K%| para Y"1 |r;| donde [r1,...,r,] = T(K5).

Ejemplo 11. T(()Ars) = [r,s] y T(()*(r,s)) = [{r,s)]. Notar que K¥(t) =*
K'B(t) no implica T(K%) ~ T(K'E).

Definiciéon 5 (Reducibilidad). El conjunto de términos reducibles de tipo A
(notacion [A]) se define como el conjunto de términos r de tipo A tal que para
cualquier contexto de eliminacion Kff cuyos términos internos estan en SN, vale
KX (r) € SN.

El siguiente lema es una consecuencia trivial de la definicion de reducibilidad.
Lema 11. Para todo A, B tales que A = B, vale [A]] = [B]. O

Lema 12. Para todo A, [A] C SN.

Prueba. Para todo A, existe un contexto de eliminaciéon K ff , dado que las va-
riables estan en SN y pueden tener cualquier tipo. Luego, sea r € [A], vale
KX (r) € SN, y por lo tanto r € SN. O

5.2. Adecuacion

Probamos el teorema de adecuacion (Teorema 2) mostrando que todo término
tipado es reducible, y el teorema de normalizacion fuerte (Teorema 3) como
consecuencia del mismo.

Definiciéon 6 (Adecuacion de la substitucion). Una substitucion 0 es ade-
cuada para un contexto I' (notacion 0 E I') si para todo v : A € I', vale

0(z) € [A].
Teorema 2 (Adecuacion). Para todo I'yr, A, y substitucion 0 tales que I' F
r:Ay0FT, vale Or € [A]. O

Prueba. Por induccion en r. Prueba detallada en Apéndice B. O

Teorema 3 (Normalizacion fuerte). Para todo I',r, A tales que I' b r : A,
vale r € SN.

Prueba. Por el Lema 12, la substitucion identidad es adecuada. Entonces, por el
Teorema 2 y el Lema 12, r € [A] € SN. O
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6. Conclusioén, discusiéon y trabajo futuro

Sistema I es un calculo lambda simplemente tipado con pares, extendido con
una teoria ecuacional obtenida a partir de considerar a los tipos isomorfos como
iguales. En este sentido, el sistema permite a los programadores enfocarse en la
utilidad de los programas, ignorando la sintaxis rigida de los términos dentro del
contexto seguro provisto por la teoria de tipos isomorfos. En este trabajo exten-
dimos Sistema I con polimorfismo, incluyendo los isomorfismos correspondientes,
enriqueciendo el lenguaje con una caracteristica cominmente esperada.

Desde el punto de vista de la logica, Sistema I es un sistema de pruebas para
la logica proposicional en el que las proposiciones isomorfas tienen la misma
prueba, y SIP extiende Sistema I con el cuantificador universal.

Los teoremas principales en este trabajo prueban la preservacién de tipos
(Teorema 1) y la normalizacion fuerte (Teorema 3). La prueba del segundo es
una adaptacion no trivial de la prueba de Girard [20] para Sistema F.

6.1. Swap

Como mencionamos en la Seccion 2, hay dos isomorfismos de los caracteri-
zados por Di Cosmo [9] para Sistema F con pares que no fueron considerados,
al menos de manera explicita: (7) y (8). Sin embargo, el isomorfismo (7) es la
a-equivalencia, incorporada de manera implicita y por lo tanto considerada. El
isomorfismo que no fue considerado es (8), el cual permite intercambiar los cuan-
tificadores universales en las abstracciones de tipo: VX.VY.A = VY.VX.A. Este
isomorfismo es el andlogo a A = B = C = B = A = C en primer orden,
consecuencia de los isomorfismos (4) y (1). En primer orden ese isomorfismo in-
duce la equivalencia (AzA \yP.r)st 2 Az \yB.r)(s,t) = Az \yBor)(t, s) =
(AzA.\yB.r)ts. Un enfoque alternativo podria haber sido introducir una equi-
valencia entre \zA \yB.r vy AyB.AzA.r. En cualquier caso, para mantener la
preservacion de tipos, la reducciéon 8y debe verificar que los tipos del argumento
y de la variable de la abstraccién sean el mismo. Esta solucién no es sencillamen-
te extensible a la reduccién B4, ya que, en el nivel de los términos, los tipos de
las variables se usan como etiqueta para determinar qué argumento le correspon-
de a qué variable (dejando la posibilidad de no determinismo si hay “etiquetas”
duplicadas), pero en el nivel de los tipos no tenemos una forma natural de eti-
quetado.

Otra posible solucion, en el mismo sentido, es la implementada por el calculo
lambda selectivo [18], donde tnicamente la flecha fue considerada, dejando fue-
ra al producto, por lo que el isomorfismo que se incorpora es A = B = C =
B = A= C. Alli la solucion es incluir etiquetado externo (no basado en tipos)
para determinar qué argumento corresponde a qué variable. Podriamos haber
agregado un etiquetado para las aplicaciones de tipos t[Ax] junto con la regla
r[Ax][By] & r[By][Ax], modificado la reduccion 84 a (AX.r)[Ax] — [X :=
Alr. A pesar de que esta solucion parece funcionar, no encontramos que contri-
buya al lenguaje en ningin aspecto, mientras que si lo hace menos legible. Es
por esto que decidimos excluir el isomorfismo (8) de SIP.
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6.2. Trabajo futuro

n-expansion Una extension de una version previa de Sistema I [10] fue im-
plementada [15] en Haskell. En ella fueron agregadas algunas reglas ad-hoc pa-
ra poder probar la propiedad de progreso (i.e., todas las formas normales de
términos cerrados son introducciones). Por ejemplo, una de ellas es “si s tie-
ne tipo B, entonces (Az4.\yB.r)s — AzA.((\yP.r)s)”. Esta regla, junto con
otras introducidas en esta implementacién, es un caso particular de una mas
general regla de n-expansion. Efectivamente, con la regla 7 < Az.rz pode-
mos derivar (AzA.\yB.r)s — XzA. Az yBor)sz 2% Az (M\ed  \yPor)zs —
M4 (\yB.Jx == 2]r)s). En [13] se prob6 que todas las reglas ad-hoc en [10]
pueden eliminarse agregando reglas de extensionalidad.

Adicionalmente, la prueba de consistencia de SIP como lenguaje de proof-
terms para la logica de segundo orden fue dejada de lado adrede en este trabajo.
Como se muestra en [12], la misma hubiera requerido restringir las variables a
“tipos primos”, es decir, tipos no conjuntivos. Cuando el lenguaje se extiende con
reglas 7, esta restriccion deja de ser necesaria [13], por lo que dejamos la prueba
de consistencia para una version futura de SIP con reglas 7.

Implementaciéon La implementaciéon mencionada de una versiéon preliminar
de Sistema I incluye un operador de punto fijo y nimeros, mostrando algunos
ejemplos de programacion interesantes. Planeamos extenderla con polimorfismo,
siguiendo el diseno de SIP.
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A. Pruebas y lemas auxiliares de la Secciéon 4

Lema 5. Para todo A, B,C1,Cs tal que A = B = C1 A Cs, existen By, Bo tal
q’U,eClEAéBl, CQEA:>B2 yBEBl/\BQ

Prueba. Por el Lema 2, PF(A = B) ~ PF(Cy A C3) = PF(Cy) W PF(C5).
)

Por el Lema 1, sean PF(B) = [VX,.(D; = Z;)]" L PF(Cy) = [V }7 (E =
Zi)j=1s ¥ PE(Cs) = IVY;.(Ej = Zj)|fL .- Luego, VXi-(AADy) = Z)i
VY;.(E; = Zi)]7,. Por definicion de ~, n = m y para i = 1,...,n y una

permutacion p, tenemos VX,.((AAND;) = Z;) = VYpi (Eppy = Z}’j(i)). Luego,
por el Lema 4, tenemos X; = Y (i AND; = Eyyy, y Zi =
Por lo tanto, existe I tal que TUI = {1,...,n}y

!
Zp(i)'

PF(Cy) = WYy (Bpiy = Zp)lier  PF(Ca) = VYoo (Epsy = Ziiy ier

Entonces, por el Corolario 1,

= \YWoi)-(Bpiy = Zp,) = \VXi.((ANDy) = Z;)
iel el

C= A\VXi.(ArD;) = Z;)
iel
Sean By = \;c; VX (DZ- =27;)y Bs = /\ieI—VXi.(DZ- = Z;). Entonces, C; =

A= B,y Cy =A= B, Ademas, también por el Corolario 1, tenemos B =
/\?:1 VXZ(DZ = Zz) = By A Bs. O

Lema 10 (Substitucion).

1. Para todo I'yx,7r,s,A,B tales que I''x : B+ r: Ay I+ s: B, tenemos
I'lz:=sr: A

2. Para todo I'yv, X, A, B tales que I' b r : A, tenemos [X := B|I' + [X =
B]r: [X := B]A.

Prueba.

1. Por induccién en r.

= Sea r = z. Por el Lema 9, A = B, por lo tanto, I' - s : A. Dado que
[ := s]x = s, tenemos ' F [z := s]z : A.

= Sear =y, cony # x. Dado que [z := s]ly = y, tenemos I' b [z := s]y : A.

» Sear = A\x©.t. Tenemos [z := s](A\z®.t) = AzC.t, por lo tanto, I' - [z :=
s|(AzC.t) : A.

» Sear=Ay“t,cony#z. PorelLema 9, A=C =Dyl y:CFt:D.
Por hipotesis inductiva, I,y : C F [z := s|t : D, y luego, por la regla,
(=), I' - \°.[z := s]t : C = D. Dado que \y.[x := st = [z :=
s](A\y©.t), usando la regla (=), I' - [z := s](AzC.t) : A.
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Sea r = tu. Por el Lema 9, I' -t : C = Ay I' F u: C. Por hipotesis
inductiva, I' - [x :=s]t : C = Ay I' + [z := s]u : C, y luego, por la
regla, (=), I' F ([x := s]t)(Jx := s]u) : A. Dado que ([z := s]t)([x :=
sju) = [z := s](tu), tenemos I' - [z := s](tu) : A.

Sea r = (t,u). Porel Lema 9, '+ t:Cy I'+u:D,con A=CAD.
Por hipotesis inductiva, I' F [z := s]t : Cy I' b [z := sju : D,y
luego, por la regla, (A;), I' b ([z := s]t, [z := s]u) : C A D. Dado que
([x = slt,[x = sju) = [x := s](t,u), usando la regla (=), tenemos
'k [z :=s|{t,u) : A.

Sea r = w4(t). Por el Lema 9, I' -t : A A C. Por hipotesis inductiva,
'k [z:=s]t: ANC, y luego, por la regla, (A.), I' F ma([x := s]t) : A.
Dado que 74 ([x := s]t) = [x := s](7wa(t)), tenemos I' F [z := s|(ma(t)) :
A.

Sea r = AX.t. Por el Lema 9, A = VX.C y I' F ¢ : C. Por hipotesis
inductiva, I b [z := s]t : C, y luego, por la regla, (V;), I' b AX.[x :=
st : VX.C. Dado que AX.[x := s]t = [z := s](AX.t), usando la regla
(=), tenemos I' F [z := s](AX 1) : A.

Sea r = t[C]. Por el Lema 9, A = [X :=C|Dy I' bt :VX.D. Por
hipotesis inductiva, I' F [z := s]t : VX.D, y luego, por la regla, (V.),
I't ([z:= s]t)[C] : [X := C]D. Dado que ([z := s]t)[C] = [z := s](¢[C]),
usando la regla (=), tenemos I' F [z := s](¢[C]) : A.

2. Por induccioén en la relaciéon de tipado.

(ax): Sea Iz : A+ x : A. Entonces, usando la regla (ax), tenemos
[X :=B|Iz:[X :=B]JA}F [X := Blz: [X := BJA.

(=): Sea I' - r : A, con A = C. Por hipoétesis inductiva, [X := B|I"
[X := B]r: [X := B]C. Dado que A= C, [X := BJA=[X := B|C. por
la regla (=), tenemos [X := B|I'F [X := B]r : [X := BJA.

(=;): Sea I = \z®.t : C = D. Por hipétesis inductiva, [X := B]I',x :
[X := BJC F [X = BJt : [X := B]D. por la regla (=), [X =
BT + \eX=BIC¢[X = BJt : [X := B|C = [X := B]D. Dado que
\pX=BIC [X .= BJt = [X := B](AzC.t), tenemos [X := B[ F [X :=
B](\x€.t) : [X := B](C = D).

(=¢): Sea I' + ts : D. Por hipoétesis inductiva, [X := B]' F [X =
Blt:[X :=B](C = D)y [X :=B|I+[X:=B]s:[X := B|C. Since
[X := B](C = D) = [X := B|C = [X := B|D, usando la regla (=),
tenemos [X := B]I' b ([X := BJ¢t)([X := B]s) : [X := B]D. Dado que
([X := BJt)([X := B]s) = [X := B](ts), tenemos [X := B|I'  [X =
Bj(ts) : [X := B|D.

(A;): Sea I' = (t,s) : C' A D. Por hipotesis inductiva, [X := B|I' F [X :=
Blt: [X := B]Cy [X :=B|I'+ [X := B]s: [X := B]D. por laregla (A;),
[X = B|I' - ([X := B]t,[X := B]s) : [X := B]JCA[X := B]D. Dado que
([X := BJt, [X := B]s> = [X := B]{t,s),y [X == B]JCA[X :=B|D =
(X = B](C/\D) tenemos [X := B|I" F [X := BJ{t,s) : [X := B](CAD).
(/\e) Sea I' F t : C AD. Por hipétesis inductiva, [X := B]['+ [X := Bt :
[X := B](C A D). Dado que [X := B](CAD) =[X :=B](C)AN[X =
B](D) usando la regla (Ac)tenemos [X := B]I' - mx.—pjc([X = Blt) :
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[X := B](C). Dado que 7x.—pjc([X := Blt) = [X := Blrc(t), tenemos
[X := B|I' - [X := Blnc(t) : [X := B](C).

w (V;): Sea I' b AYt : VY.C, con X ¢ FTV(I'). Por hipétesis inducti-
va, [X := B|I' F [X := BJt : [X := B]C. Dado que X ¢ FTV(I'),
X ¢ FTV([X := B|I'). por laregla (V;), tenemos [X := B|I' - AY.[X :=
B]t : AY.[X := BJ]C. Dado que AY.[X := BJt = [X := B]AYt, y
VY.[X := B|C = [X := B|VY.C, tenemos [X := B|I' F [X := B]AYt :
[X := B]vY.C.

» (V.): Sea I' + t[D] : [Y := D]C. Por hipotesis inductiva, [X := B|I" -
[X := BJ]t : [X := B]VY.C. Dado que [X := B|VY.C = VY.[X := B]C,
por la regla (V.), tenemos [X := B|I' - ([X := BJt)[[X := B|D] : [Y :=
[X = B|D][X = B|C.

Dado que ([X := BJ)[[X := B]D] = [X := B]({[D]), y [Y = [X :=
B]|D][X := B]C = [X := B][Y := D|C, tenemos [X := B]F F X :
B](t[D)]) : [X := B][Y := D|C.

o i

B. Pruebas y lemas auxiliares de la Seccién 5

El tamano de un término no es invariante en la equivalencia . Por ejemplo,
contando la cantidad de lambdas en un término, podemos ver que )\a:A.<r,s>
difiere de (Az?.r, \z?.s). Por ello introducimos una medida M(-) para términos.

Definiciéon 7 (Medida de términos).

P(z) =0 M(z) =
PO 1) = P(r) M\z™r) =14 M(r) + P(r)
P(rs) = P(r) M(rs) = M(r) + M(s) + P(r)M(s)
P((r,s)) = 1+ P(r) + P(s) M) = M(r) -+ M(s)
P(ra(r)) = P(r) M(mwa(r)) =14+ M(r)+ P(r)
P(AX.r) = P(r) M(AX.r) =14+ M(r)+ P(r)
P(r[A]) = P(r) M(r[A]) =1+ M(r) + P(r)
Lema 13. Para todo r, s tales que r = s, vale P(r) = P(s). O
Prueba. Analizamos el caso de cada regla de la Tabla 3, y concluimos con in-
duccién estructural. O
Lema 14. Para todo r, s tales que r = s, vale M (r) = M(s). O

Prueba. Analizamos el caso de cada regla de la Tabla 3, y concluimos con in-
duccioén estructural. O

Lema 15. Para todo r,s, X, A,

MOxz?r) > M(r) M((r,s)) > M(s) M((r,s)) > M(r) M(AX.r)> M(r)
M(rs) > M(r) M(rs) > M(s) M(ma(r)) > M(r) M(@@[4]) > M) O
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Prueba. Para todo t, M(t) > 1. Concluimos con una inspeccion de casos. O

Al extender al calculo lambda con pares, probar que si ;1 € SN y ro € SN
entonces (r1,72) € SN es sencillo. Pero no es el caso de Sistema I y SIP, donde
esta propiedad (Lemma 18) resulta mas compleja de probar, ya que requiere una
caracterizacion de los términos equivalentes al producto (ri,r2) (Lemma 16) y
de todos los reductos del mismo (Lemma 17).

Lema 16. Para todo r,s,t tales que (r,s) &=* t, tenemos

1. t = (u,v) donde
a) u =" (ti,t21) y v 2F (tiz,ta2) con = (ti1,t12) ¥y s =* (ta1,t22), 0
b) v 2* (w,s) conr =* (u,w), o cualquier de los tres casos simétricos, o
c) re*uy s =" v, o el caso simétrico.

2. t= X xta ya=* (a1,as) conr =* xtay ys=* Arday.

3. t=av ya=*{a1,a2), conr =% a1v y s =* agv.

4. t=AX.a ya3* {a,a2) conr =* AX.a1 y s @* AX.as.

5. t=alA] y a 2* {a1,a2), con r 2* a1[A] y s 2* az]A].

Prueba. Por induccién doble, primero sobre M (t) y luego sobre la longitud de
la relacion =*. Sea la prueba (r,s) 2* ¢/ = t con una derivacion méas corta
(r,s) @* t'. Por la segunda hipotesis inductiva, el término ¢’ tiene la forma
descripta por el lema. Consideramos los cinco casos y en cada uno las posibles
reglas que transforman ¢’ en t. O

Lema 17. Para todo 11,12, s,t tales que (r1,m9) =* s < t, existen uy, ug tales
que t =* (ug,u2) y: (1) 11 = ug y ro = ug, (2) 11 = ug y r9 & ug, o (3)
r1 =% up Y Tre — U.

Prueba. Por induccion en M ({r1,r2)), considerando que por el Lema 16 conoce-
mos las formas que puede tener s, y analizando los posibles reductos de s. [

Lema 18. Para todo 11,7y tales que r1 € SN y ro € SN, vale (rq1,r2) € SN.

Prueba. Por el Lema 17, de una secuencia de reduccion que parte desde (ry,r3)
podemos extraer una partiendo desde rq, desde 12 o desde ambos. Luego esta
secuencia de reduccion es finita. O

Lema 19 (Adecuacién de variables). Para todo A y z*, vale z# € [A].

Prueba. Necesitamos probar K% (z) € SN. En el término K% (7)), la variable
se encuentra en una posicién que no crea ningun redex, por lo tanto los tnicos
redexes son aquellos en 7 (K% ), que ya estan en SN. Entonces K< (z) € SN. O

Lema 20 (Adecuaciéon de la proyeccion). Para todo r, A, B tales que r €
[A A B], vale ma(r) € [A].

Prueba. Necesitamos probar K% (ma(r)) € SN. Sea K'{* 5 = KX (ra(()*"B)), ¥
dado que 7 € [A A B], tenemos K’5% 5(r) = K (ma(r)) € SN. O
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Lema 21 (Adecuacién de la aplicacion). Para todo r, s, A, B tales que r €
[A= B] ys e [A], vale rs € [B].

Prueba. Necesitamos probar Ka (rs) € SN. Sea KX, ; = K7 (()47%s), y dado
que r € [A = B], tenemos K’ z(r) = Kx (rs) € SN. O

Lema 22 (Adecuacién de la aplicacion de tipos). Para todo r, X, A, B
tales que r € [VX.A], vale r[B] € [[X := B]A].

Prueba. Necesitamos probar K[};(;:B] A(r[B]) € SN. Considerando el contex-
to K% 4, = K&::B}A(](][)VX'A[B][) € SN, y dado que r € [VX.A], tenemos
K alr) = K[})/(:B]AQT[B}D € SN. O

Lema 23 (Adecuacion del producto). Para todo r,s, A, B tales que r € [A]
y s € [B], vale (r,s) € [AA B]J.

Prueba. Necesitamos probar K%, 5((r, s)) € SN. Procedemos por induccién en la
cantidad de proyecciones en KffAB. Dado que el agujero de KffAB tiene tipo A A
B,y Kf/\B(]tD tiene tipo X para todo t de tipo AAB, podemos asumir, sin pérdida
de generalidad, que el contexto K%, p tiene forma KX (rc(()4 Bay...an)),
donde cada «; es o bien un término o bien un argumento de tipo. Probamos que
K (re((rag ... an, sa1...ay))) € SN mostrando, con mayor generalidad, que
sir’y s’ son dos reductos de ravy ...y, y S0 . . . Qi entonces K& (mo((r', s'))) €
SN. Para ello mostramos que todos sus reductos en un paso estan en SN, por
induccion en |K&X| + || + |s'|. La prueba detallada puede encontrarse en el
apéndice publicado en [27]. O

Lema 24 (Adecuacién de la abstraccion). Para todo t,r,x, A, B tales que
t € [A] y [z :=t]r € [B], vale \x“.r € [A = B].

Prueba. Por induccion en M(r).

= Si r 2* (r1,rs), entonces por el Lema 9, tenemos B = By A By con rq
de tipo By y 12 de tipo By, y entonces por el Lema 10, [z := t]r; tiene
tipo By y [z := t|rs tiene tipo Bs. Dado que [z := t]r € [B], vale {[z :=
t]ry, [z := t]ra) € [B]. Por el Lema 20, [z :=t|r; € [Bi] y [z := t]r2 € [B2].
Por hipétesis inductiva, Az?.r; € [A = B1] y Axd.ry € [A = By], enton-
ces, por el Lema 23, Az?.r 2* (A\xd.r, Az?ry) € [(A = B1) A (A= By)].
Finalmente, por el Lema 11, tenemos [(A = B1) A (A= Bs)] = [A = B].
= Sir #£* (r1,rs), necesitamos probar que para todo contexto de elimina-
cion K5 5, vale Ki_ p(AX.r) € SN. Como 7 y todos los términos en
T(K fi p) estan en SN, procedemos por induccién en el orden lexicogra-
fico de (|K%_ 5|+ |r|, M(r)) para mostrar que todos los reductos en un paso
de Kf‘;B(])\xA.rl) estan en SN. Dado que 7 no es un producto, sus tnicos
reductos en un paso son los siguientes.
e Un término en el que la reduccion tiene lugar en uno de los términos en
T(K%_ 5) oenr, por lo que aplicamos la hipétesis inductiva.
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o KpX([x:= s]r), con KA. g(Mz?.r) = K& [(AxA.r)s]. Como [z := s]r €
[B], tenemos KX ([z := s]r) € SN.

o K'X o (A2 [X = C]r'), con r =*-equivalente a AX.7', B=VX.B,y
KX gt AX o) es igual a KX, 5 (Az?.AX.r")[C]). Como M ([X =
Clr') < M(AX.r"), aplicamos la hipotesis inductiva. O

Lema 25 (Adecuaciéon de la abstraccion de tipos). Para todo r, X, A, B
tales que [X := B]r € [[X := B|A], vale AX.r € [VX.A].

Prueba. Por induccién en M(r), con una prueba similar a la del Lema 24. La
prueba detallada puede encontrarse en el apéndice publicado en [27]. O
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