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Resumen Extendemos algunos resultados sobre la convergencia de jue-
go ficticio, permitiendo el uso de reglas de desempate, y probamos que
existen juegos de 2 jugadores con dimensiones mı́nimas para los cuales la
cantidad de pasos que se requiere antes de alcanzar un equilibrio de Nash
puro es exponencial en el tamaño de representación de las matrices de
utilidad, tanto para el juego ficticio simultáneo como para el alternante.
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1. Introducción

El proceso de aprendizaje de juego ficticio (FP) fue propuesto por primera
vez por Brown en 1951 [1] en el contexto del juego iterado, como un método
para encontrar el valor de un juego finito de suma cero [2]. Consiste en que
cada uno de ambos jugadores decida su jugada en cada turno como su mejor
respuesta teniendo en cuenta la frecuencia de jugadas del otro y las ganancias
esperadas en cada caso. Hacia finales del mismo año, Robinson [3] demostró que
este proceso converge para todos los juegos finitos de suma cero. Desde entonces,
se han publicado trabajos sobre la convergencia de FP en juegos que no son de
suma cero. Miyazawa [4] demostró que esta propiedad vale para todos los juegos
con matriz de 2 × 2 pero, su demostración depende de la incorporación de una
regla de desempate particular, sin la cual Monderer y Sela [5] demostraron que
no se cumple. Por su parte, Shapley [6] dio el primer ejemplo de un juego (de
3 × 3) para el cual cierta secuencia no converge. Además, la convergencia de
FP fue demostrada para juegos de intereses idénticos [7], juegos potenciales con
pesos [8], juegos no degenerados con estrategias complementarias y ganancias
disminuyentes [9] y ciertas clases de juegos compuestos [10].

Por otro lado, se han estudiado muchas variantes de FP [1, 11, 12, 13, 14]. Una
variante de particular interés es FP con actualización alternante de creencias.
Berger [15] planteó que esta forma es en realidad la original y que, si bien la
actualización simultánea puede resultar mas intuitiva, es menos potente, dando
como ejemplo la clase de los juegos no degenerados con potencial ordinal para
la cual la version alternante converge y la simultánea no.
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1.1. Velocidad de convergencia de FP

Varios trabajos estudian la eventual convergencia global o pura a un equili-
brio de Nash de las distintos familias de juegos. Otro enfoque es la velocidad de
convergencia cuando esta ocurre. El interés se debe en gran medida a la equi-
valencia entre los juegos de suma cero y los problemas de programación lineal
[16, 17]. En [18] planteaban que hasta la fecha, lo más eficiente para resolver
un juego de suma cero era formularlo como un problema de programación lineal
y aplicar el método simplex. En el mismo art́ıculo ofrecen un método mixto y
concluyen que se puede acelerar la convergencia en ciertos problemas de progra-
mación lineal. En [19] se plantea una variante (con muestreo) y se discute su
eficiencia en problemas de optimización a gran escala. En [20] se conjeturó que

la velocidad de convergencia de FP es O(t−
1
2 ) para todos los juegos (conjetura

de Karlin). La idea proviene de que esta cota superior se corresponde con la de
la velocidad de convergencia de otro método de aprendizaje relacionado con FP,
las dinámicas de no arrepentimiento [21, 22]. En [23] se muestra que una versión
fuerte de esta conjetura es falsa (con una regla de desempate arbitraria) pero se
deja abierta la pregunta general.

La utilidad práctica de FP como método para calcular equilibrios de Nash fue
entonces puesta en duda cuando Brandt, Fischer y Harrenstein [24] demostraron
que, para los juegos de suma cero, los no degenerados de 2×m y los potenciales
(tres de las clases mas estudiadas), existen casos en los que el proceso de FP
puede requerir una cantidad de rondas exponencial en el tamaño de representa-
ción en bits de las utilidades del juego antes de que se juegue algún equilibrio, y
mencionan sin demostrar que su resultado puede ser extendido a FP alternante.

2. Juegos bimatriciales y equilibrios de Nash

Sea (A,B) un juego en forma bimatricial de n × m, es decir un juego de
dos jugadores finito en el que el jugador 1 (jugador fila) tiene acciones i ∈
N = {i1, i2, . . . , in} y el jugador 2 (jugador columna) tiene acciones j ∈ M =
{j1, j2, . . . , jm}. A, B ∈ Rn×m son las matrices de pago de los jugadores 1 y 2.
Cada uno elige su acción sin conocer la elegida por el otro. Si el jugador 1 elige
la acción i y el jugador 2 elige la acción j, la ganancia del jugador 1 será ai,j y la
ganancia del jugador 2 será bi,j . Describimos estos juegos mediante una matriz
de pares. Llamamos estrategias mixtas del jugador 1 a los vectores fila x ∈ R1×n

≥0
tales que ||x||1 = 1 y estrategias mixtas del jugador 2 a los vectores columna
y ∈ Rm×1≥0 tales que ||y||1 = 1. A las estrategias que asignan probabilidad 1 a
una acción y 0 a todas las otras las llamamos estrategias puras. Notamos con
ĩ ∈ R1×n a la estrategia pura del jugador fila correspondiente a la acción i
y con j̃ ∈ Rm×1 a la estrategia pura del jugador columna correspondiente a
la acción j. La ganancia esperada del jugador 1 al jugar la acción i contra la
estrategia mixta y del jugador 2 será ĩAy. Análogamente, la ganancia esperada
del jugador 2 al jugar la acción j contra la estrategia mixta x del jugador 1 será
xBj̃. Si ambos jugadores juegan las estrategias mixtas x e y respectivamente, sus
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ganancias esperadas pueden calcularse como xAy para el jugador 1 y xBy para
el jugador 2. Si y es una estrategia mixta del jugador 2, definimos el conjunto
de mejores respuestas a y como BR1(y) = argmaxi∈N {̃iAy} y, análogamente,
si x es una estrategia mixta del jugador 1, el conjunto de mejores respuestas a
x será BR2(x) = argmaxj∈M{xBj̃}. Es decir, son los conjuntos de ı́ndices que
maximizan las ganancias esperadas contra una estrategia dada. Este concepto
puede expandirse de ı́ndices a estrategias mixtas. Si x es una estrategia mixta
del jugador 1 e y es una estrategia mixta del jugador 2, decimos que x ∈ BR1(y)
si ∀i ∈ N, xi > 0 =⇒ i ∈ BR1(y). Llamamos equilibrio de Nash (NE) a todo
perfil de estrategias mixtas (x∗, y∗) ∈ R1×n × Rm×1 tal que x∗ ∈ BR1(y∗) e
y∗ ∈ BR2(x∗). En el caso particular de que las estrategias sean puras, al NE lo
llamamos también puro. Algunas de las familias de juegos más estudiadas en la
literatura sobre FP son las siguientes, para juegos de tamaño n×m. (A,B) es de
suma constante si ∀i ∈ N, j ∈M : aij + bij = c con c una constante; si c = 0, el
juego es de suma cero. Los juegos de suma cero representan aquellos en los que un
jugador siempre gana tanto como el otro pierde. (A,B) es degenerado si ∃i, i′ ∈ N
y j ∈ M , i 6= i′ / aij = ai′j o ∃j, j′ ∈ M e i ∈ N , j 6= j′ / bij = bij′ . Los juegos
no degenerados son de particular interés porque para cada acción del rival, no
existen dos acciones con el mismo pago, por tanto, el conjunto de mejor respuesta
es siempre unitario. (A,B) es de intereses idénticos si ∀i ∈ N, j ∈M : aij = bij .
(A,B) de tamaño n× n es simétrico si ∀i, j ∈ N : aij = −bji. Para juegos suma
cero, simétricos o de intereses idénticos basta exhibir sólo la matriz A.

3. Juego ficticio

Existen dos formas de definir FP. En [15, 11, 5, 7, 23] utilizan una defini-
ción semejante a la siguiente, que resulta cómoda para estudiar convergencia.
Nosotros le agregamos el manejo de reglas de desempate. Para formalizar este
concepto, utilizamos una forma de independencia de alternativas irrelevantes o
condición de Hauthakker [2], donde P+(S) denota el conjunto de las partes no
vaćıas del conjunto S. Llamamos reglas de desempate de un FP a un par de
funciones d1 : P+(N) → N y d2 : P+(M) → M (que a cada subconjunto de
acciones de un jugador en un eventual empate le asignan la acción que elegirá
el proceso), cumpliendo d1 las condiciones: (1) ∀S ∈ P+(N), d1(S) ∈ S, y (2)
∀Na, Nb ∈ P+(N), si Nb ⊆ Na, e ∈ Nb y d1(Na) = e ⇒ d1(Nb) = e; y análo-
gamente para d2 sobre M . En el resto de este trabajo usaremos entonces la
siguiente definición de FP, tanto simultáneo como alternante:

Definición 1. Sean (A,B) un juego en forma bimatricial de n ×m y una se-
cuencia (iτ , jτ ) con iτ ∈ N , jτ ∈ M para todo τ ∈ N. Si d1 y d2 son reglas de
desempate y tenemos unas secuencias de creencias xτ e yτ tales que para todo

τ ∈ N xτ =
∑τ
s=1 ĩ

s

τ , yτ =
∑τ
s=1 j̃

s

τ . Entonces:

(iτ , jτ ) es una secuencia de FP simultáneo si (i1, j1) es un elemento ar-
bitrario de N ×M y para todo τ ∈ N se cumplen iτ+1 = d1(BR1(yτ )) y
jτ+1 = d2(BR2(xτ )).
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(iτ , jτ ) es una secuencia de FP alternante si i1 es un elemento arbitrario de
N y para todo τ ∈ N se cumplen iτ+1 = d1(BR1(yτ )) y jτ = d2(BR2(xτ )).

Como los elementos iniciales son arbitrarios, un mismo juego puede tener
varios procesos de FP. Puede haber ambigüedad en las acciones si alguno de los
conjuntos de mejor respuesta no es unitario3, por ello algunos autores mencionan
informalmente el concepto de reglas de desempate. En el presente art́ıculo lo
formalizamos. Sobre el juego alternante, vale aclarar que el jugador columna
toma su decisión incorporando en sus creencias la información sobre qué jugó el
jugador fila en la ronda actual, lo que puede resultar poco intuitivo ya que las
decisiones se asumen simultáneas. Diremos que un proceso de FP (simultáneo o
alternante) converge de forma pura en la iteración k si (ik, jk) es un NE puro.

En [24] se propone una definición similar a la de [3] pero simplificada, que
damos a continuación a su vez incorporando reglas de desempate.

Definición 2. Sea (A,B) un juego en forma bimatricial de n×m:

Una secuencia de FP simultáneo en (A,B) es una secuencia (pτ , qτ )τ∈N de
pares de vectores no negativos (pτ , qτ ) ∈ Nn × Nm tal que:

p0 = 0, q0 = 0

pτ+1 = pτ + ĩ donde i = d1(argmaxi′∈N{ĩ′Aqτ})

qτ+1 = qτ + j̃ donde j = d2(argmaxj′∈M{pτBj̃′})

Una secuencia de FP alternante en (A,B) es una secuencia (pτ , qτ )τ∈N de
pares de vectores no negativos (pτ , qτ ) ∈ Nn × Nm tal que:

p0 = 0, q0 = 0

pτ+1 = pτ + ĩ donde i = d1(argmaxi′∈N{ĩ′Aqτ})

qτ+1 = qτ + j̃ donde j = d2(argmaxj′∈M{pτ+1Bj̃′})

La principal diferencia con la definición anterior es que en aquella se defi-
ne una secuencia de jugadas que cumple una condición contra un historial de
creencias sobre la estrategia mixta del otro jugador, y en esta la secuencia es de
pares de contadores de jugadas (sin normalizar, por lo que no son estrategias
mixtas) que cumplen en cada iteración una condición en referencia a las matrices
de pago. Probamos debajo que ambas definiciones son equivalentes.

4. Equivalencia de las definiciones y preservación

La equivalencia de estas dos definiciones de FP no es inmediatamente evi-
dente. Presentamos a continuación dos lemas sobre esta equivalencia, para el
caso simultáneo y alternante respectivamente, probando que los historiales de
la definición 2 suman en cada iteración la estrategia pura correspondiente a la
acción elegida en la definición 1.

3 Por esto es importante en el estudio de FP la familia de los juegos no degenerados.
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Lema 1 Sea (A,B) un juego en forma bimatricial de n × m, (ĩτ , j̃τ )τ∈N una
secuencia de FP simultáneo según la definición 1 con secuencias de creencias yτ ,
xτ y sea (pτ , qτ )τ∈N una secuencia de FP simultáneo según la definición 2, tales

que p1 = ĩ1, q1 = j̃1 y ambas usan las mismas reglas de desempate. Entonces,
(iτ , jτ )τ∈N y (pτ , qτ )τ∈N representan el mismo proceso de aprendizaje. Es decir,

∀τ ∈ N, se cumplen pτ =
∑τ
s=1 ĩ

s y qτ =
∑τ
s=1 j̃

s.

Demostración. Por inducción en τ . Para τ = 1, tenemos p1 = ĩ1 =
∑1
s=1 ĩ

s y

q1 = j̃1 =
∑1
s=1 j̃

s. Si τ > 1, suponiendo que pτ−1 =
∑τ−1
s=1 ĩ

s y qτ−1 =
∑τ−1
s=1 j̃

s.

Por la definición 2, pτ = pτ−1 + ĩ donde i = d1(argmaxi∈N {̃iApτ−1}). Pero, por

la definición 1, iτ = d1(BR1(yτ−1)) = d1(BR1(
∑τ−1
s=1 j̃

s

τ−1 )) =

d1(argmaxi∈N{A
∑τ−1
s=1 j̃

s

τ−1 )}) = d1(argmaxi∈N{A qτ−1

τ−1 )}). Como escalar un vec-
tor no afecta la relación de orden entre sus componentes, entonces
iτ = d1(argmaxi∈N{Aqτ−1)}). Luego, aplicando esto a la definición 2,

pτ = pτ−1 + ĩτ =
∑τ−1
s=1 ĩ

s + ĩτ =
∑τ
s=1 ĩ

s. Análogamente, qτ =
∑τ
s=1 j̃

s.

En el caso alternante, la jugada del jugador columna ya no es análoga a la
del jugador fila, y el análisis sigue.

Lema 2 Sea (A,B) un juego en forma bimatricial de n × m, (iτ , jτ )τ∈N una
secuencia de FP alternante según la definición 1 con secuencias de creencias yτ ,
xτ y sea (pτ , qτ )τ∈N una secuencia de FP alternante según la definición 2, tales

que p1 = ĩ1 y ambas usan las mismas reglas de desempate. Entonces, (iτ , jτ )τ∈N
y (pτ , qτ )τ∈N representan el mismo proceso de aprendizaje. Es decir, para todo

τ ∈ N, se cumplen pτ =
∑τ
s=1 ĩ

s y qτ =
∑τ
s=1 j̃

s.

Demostración. Por inducción en τ . Para τ = 1, p1 = ĩ1 =
∑1
s=1 ĩ

s. Por la defi-

nición 2, q1 = q0 + j̃ donde q0 es el vector nulo y j = d2(argmaxj∈M{p1Bj̃}) =

d2(argmaxj∈M{ĩ1Bj̃}). Además, por la definición 1, j1 = d2(BR2(x1)) =

d2(BR2(
∑1
s=1 ĩ

s

τ )) = d2(BR2(i1)) = d2(argmaxj∈M{ĩ1Bj̃}). Luego, q1 = j̃1 =∑1
s=1 j̃

s. Si τ > 1, suponiendo que pτ−1 =
∑τ−1
s=1 ĩ

s y qτ−1 =
∑τ−1
s=1 j̃

s. Por el

mismo argumento que en el caso inductivo del lema 1, pτ =
∑τ
s=1 ĩ

s. Por otro

lado, qτ = yτ + j̃ donde j = d2(argmaxj′∈M{pτ+1Bj̃′}) =

d2(argmaxj′∈M{
∑τ
s=1 ĩ

sBj̃′}). Por la definición 1, jτ = d2(BR2(xτ )) =

d2(BR2(
∑τ
s=1 ĩ

s

τ )) = d2(argmaxj′∈N{
∑τ
s=1 ĩ

s

τ Bj̃}) = d2(argmaxj′∈N{p
τ

τ Bj̃}).
Como escalar un vector no afecta la relación de orden entre sus componentes,
jτ = d2(argmaxj′∈N{pτBj̃}). Luego, aplicando esto a la definición 2, qτ =

qτ−1 + jτ =
∑τ−1
s=1 j̃

s + jτ =
∑τ
s=1 j̃

s.

Claramente, en juegos del mismo tamaño, cualquier transformación que sea
sólo un cambio de escala en los pagos preservará las secuencias de FP. Interesa
en particular cuando el tamaño cambia, para clases de juegos estudiadas. La
intención es que, tras el cambio, se preserve la mayoŕıa de los valores. Llamamos
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rango de imagen de una matriz A al cardinal del conjunto de valores tomados por
todos sus elementos. Buscamos entonces ejemplos de juegos que tengan rango
de imagen mı́nimo manteniendo la clase, y nos interesará esencialmente el orden
del rango de imagen tras el agregado de filas o columnas.

Lema 3 Sea A = (ai,j) un juego de intereses idénticos de tamaño n×m con un
único NE puro, y sean n′ ≥ n, m′ ≥ m. Entonces existe un juego de intereses
idénticos A′ de tamaño n′ ×m′ y rango de imagen O(n+m) con un único NE
puro tal que: (1) toda secuencia de FP (simultáneo o alternante) en A lo es
también en A′; y (2) toda secuencia de FP alternante sobre A′ es, a partir del
paso 2, una secuencia de FP alternante sobre A. Además, si A es no degenerado,
puede pedirse que A′ también lo sea.

Demostración. Sea v = min(A), valor a utilizar en todo el proceso que sigue (no
cambia a lo largo de las iteraciones). Sin pérdida de generalidad y para simplificar
la construcción, supondremos4 que el NE está en la posición (1, 1). Para obtener
un juego de intereses idénticos de (n+1)×m con la propiedad indicada, definimos
a′i,j = ai,j para 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, a′n+1,j = v − n − j para 1 ≤ j ≤ m. Se
itera esta construcción n′ − n veces. Análogamente, para obtener un juego de
intereses idénticos de n×(m+1) con la propiedad indicada, definimos5 a′i,j = ai,j
para 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, a′i,m+1 = v −m − i para 1 ≤ i ≤ n. Se itera esta
construcción m′ −m veces. A′ resulta un juego de intereses idénticos de n′ ×m′
con la propiedad indicada: si iτ ∈ BR1(yτ−1) en A, también iτ ∈ BR1(yτ−1)
en A′, y similarmente para jτ considerando BR2(xτ−1) o BR2(xτ ) en los casos
simultáneo o alternante, respectivamente.

A priori no vale un lema similar para la reducción en tamaño de las matrices:
puede haber secuencias que pasen por todas las acciones de cada jugador, de
modo que podŕıa no ser factible eliminar acciones de alguno de ellos.

5. Estabilidad de FP

En [11] se enuncia un resultado que da una intuición sobre el comportamiento
de FP. Al ser este un mecanismo usado para encontrar un NE, es esperable
un comportamiento estable alrededor de ellos. Alĺı se prueba este principio de
estabilidad usando otros principios. Damos a continuación una prueba alternativa
más directa considerando posibles empates, y agregamos otra para el caso de FP
alternante.

Lema 4 Sea (iτ , jτ )τ∈N una secuencia de aprendizaje de FP alternante (resp.,
simultáneo) en el juego en forma bimatricial (A,B) de tamaño n×m, con secuen-
cias de creencias (xτ , yτ )τ∈N y reglas de desempate (d1, d2). Si en la iteración
k se jugó el NE puro (i∗, j∗), entonces i∗ ∈ BR1(yk) y j∗ ∈ BR2(xk+1) (resp.,
j∗ ∈ BR2(xk)).
4 Consecuentemente con la construcción que sigue.
5 Los términos −j y −i aseguran la condición de no degenerado, requerida por el

teorema 4, y los términos −n y −m aseguran rango de imagen O(n+m).
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Demostración. Para el jugador fila, veamos que i∗ es una mejor respuesta a
las creencias del jugador fila sobre la estrategia del jugador columna. Veamos
primero entonces qué forma tienen estas creencias según como se actualizan.

yk =

∑k−1
s=1 j̃

s + j̃∗

k
=

∑k−1
s=1 j̃

s

k
+
j̃∗

k
=

∑k−1
s=1 j̃

s(k − 1)

k(k − 1)
+
j̃∗

k
=
k − 1

k
yk−1 +

j̃∗

k

Luego, BR1(yk) = BR1(k−1k yk−1 + j∗

k ) = argmaxi∈N {̃iA( (k−1)yk−1

k + j∗

k )} =

argmaxi∈N{
(k−1)
k ĩAyk−1 + 1

k ĩAj
∗}. Como en la iteración k se jugó el perfil

(i∗, j∗), por la definición 1, i∗ ∈ BR1(yk−1) = argmaxi∈N {̃iAyk−1}. Es de-

cir que para cualquier i ∈ N , ĩ∗Ayk−1 ≥ ĩAyk−1 y también (multiplicando

en ambos lados por una constante positiva) (k−1)
k ĩ∗Ayk−1 ≥ (k−1)

k ĩAyk−1. Al

ser un NE, i∗ ∈ BR1(j̃∗) = argmaxi∈N {̃iAj∗}. Es decir que para cualquier

i ∈ N , ĩ∗Aj∗ ≥ ĩAj∗ y consecuentemente 1
k ĩ
∗Aj∗ ≥ 1

k ĩAj
∗. Sumando estas dos

desigualdades, (k−1)
k ĩ∗Ayk−1 + 1

k ĩ
∗Aj∗ ≥ (k−1)

k ĩAyk−1 + 1
k ĩAj

∗ para cualquier
i ∈ N y por lo tanto i∗ ∈ BR1(yk). Similarmente para el jugador columna,
j∗ ∈ BR2(xk+1). Para FP simultáneo, el caso para el jugador fila es igual al
detallado, y el del jugador columna, análogo al del jugador fila.

Lema 5 Sea (iτ , jτ )τ∈N una secuencia de aprendizaje de FP alternane (resp.,
simultáneo) en el juego en forma bimatricial (A,B) de tamaño n × m, con
secuencias de creencias (xτ , yτ )τ∈N y reglas de desempate (d1, d2). Si en la
iteración k se jugó el NE puro (i∗, j∗), entonces BR1(yk) ⊆ BR1(yk−1) y
BR2(xk+1) ⊆ BR2(xk) (resp., BR2(xk) ⊆ BR2(xk−1)).

Demostración. Veamos el caso del jugador fila. Debemos probar que para to-
do i ∈ N , i ∈ BR1(yk) =⇒ i ∈ BR1(yk−1). Supongamos por el absurdo un

i′ ∈ N tal que i′ /∈ BR1(yk−1). Como BR1(yk−1) = argmaxi∈N {̃iAyk−1}, si i∗ ∈
BR1(yk−1) pero i′ /∈ BR1(yk−1), entonces ĩ∗Ayk−1 > ĩ′Ayk−1 y luego (multipli-

cando ambos lados por una constante positiva) (k−1)
k ĩ∗Ayk−1 > (k−1)

k ĩ′Ayk−1.

Además, como (i∗, j∗) es un NE puro, i∗ ∈ BR1(j̃∗) = argmaxi∈N {̃iAj∗}. Es

decir que ĩ∗Aj∗ ≥ ĩ′Aj∗ y también k−1
k ĩ∗Aj̃∗ ≥ k−1

k ĩ′Aj̃∗. Entonces:

ĩ∗Ayk = ĩ∗A(
k − 1

k
yk−1 +

j̃∗

k
) =

(k − 1)

k
ĩ∗Ayk−1 +

1

k
ĩ∗Aj̃∗

>
(k − 1)

k
ĩ′Ayk−1 +

1

k
ĩ′Aj̃∗ = ĩ′A(

k − 1

k
yk−1 +

j̃∗

k
) = ĩ′Ayk

Puesto que por el lema anterior i∗ ∈ BR1(yk) = argmaxi∈N {̃iAyk}, entonces
i′ /∈ BR1(yk). Similarmente para el jugador columna, BR2(xk+1) ⊆ BR2(xk).
Para FP simultáneo, el caso para el jugador fila es igual al detallado, y el del
jugador columna, análogo al del jugador fila.

Teorema 1 Sea (iτ , jτ )τ∈N una secuencia de aprendizaje de FP alternante (resp.,
simultáneo) en el juego en forma bimatricial (A,B) de tamaño n×m, con secuen-
cias de creencias (xτ , yτ )τ∈N y reglas de desempate (d1, d2). Si en la iteración k

SIIIO, Simposio Argentino de Informática Industrial e Investigación Operativa

50JAIIO - SIIIO - ISSN: 2618-3277 - Página 7



8 A. Arbiser, F. Badaloni

se jugó el NE puro (i∗, j∗), entonces este perfil se repetirá en todas las iteraciones
siguientes.

Demostración. Nuevamente, veamos el caso del jugador fila. En la iteración
k se jugó (i∗, j∗), luego d1(BR1(yk−1)) = i∗. Pero, por los lemas anteriores,
i∗ ∈ BR1(yk) ⊆ BR1(yk−1). Luego, por la definición de reglas de desempate,
d1(BR1(yk)) = i∗. Similarmente para el jugador columna, d2(BR2(xk)) = j∗.
Por los lemas anteriores, j∗ ∈ BR2(xk+1) ⊆ BR2(xk). Luego, por la definición
de reglas de desempate, d2(BR2(xk+1)) = j∗. Para FP simultáneo, ambos casos
siguen esta ĺınea y son análogos entre śı.

6. Velocidad de convergencia de FP alternante

En esta sección extendemos los resultados de [24] sobre cotas superiores de
la velocidad de convergencia de FP simultáneo en clases de juegos de interés.
Veamos primero que para el caso de los juegos de suma constante simétricos,
el resultado efectivamente es trasladable en forma bastante directa a la forma
alternante. En el enunciado alcanzará con pedir que el último perfil sea un NE
puro ya que, en ese caso, por el teorema 1, todos los siguientes lo serán.

Teorema 2 Para todo k ≥ 2 existe un juego simétrico A de 3 × 3 representa-
ble en O(k) bits con al menos un NE puro y una secuencia de FP alternante

(iτ , jτ )τ∈N sobre A tal que (i2
k−1, j2

k−1) no es un NE puro.

Demostración. Sea A el juego simétrico siguiente:

. j1 j2 j3
i1 0 -1 −ε
i2 1 0 −ε
i3 ε ε 0

Si 0 < ε < 1, (i3, j3) es el único NE puro 6. Consideremos un k > 1 arbitrario
y sea ε = 2−k. Para estos valores, ε puede codificarse en O(k) bits, mientras
que las otras utilidades del juego son constantes, por lo que la representación
del juego será tambien del orden de O(k) bits. Por lo tanto, basta con probar
que un proceso de FP alternante puede requerir 2k − 1 rondas antes de que se
juegue (i3, j3). Si el proceso comienza con el jugador fila jugando i1, entonces
las utilidades esperadas del jugador columna serán −x1A = (0, 1, ε) y elegirá j2.
En la siguiente ronda, el jugador 1 reaccionará con i3, dando que el jugador 2
tendrá una creencia sobre su estrategia de x2 = ( 1

2 , 0,
1
2 ), por lo que las utilidades

esperadas del jugador 2 serán −x2A = (−ε2 ,
1−ε
2 , ε2 ) y volverá a elegir j2. Este

perfil (i3, j2) se repetirá 2k−2 rondas, ya que tendremos que mientras 2 ≤ τ < 2k,

se cumplirán xτ = ĩ1+(τ−1)ĩ3
τ = ( 1

τ , 0,
τ−1
τ ), −xτA = (− (τ−1)ε

τ , 1−(τ−1)ε
τ , ε

τ ),

yτ = j̃2 = (0, 1, 0), Ayτ = (−1, 0, ε).

6 Puede verse en forma directa o bien al ser el único perfil resultante después de la
eliminación iterada de estrategias estrictamente dominadas [2]; y lo mismo para los
dos teoremas siguientes.
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(i, j) x xB y Ay
Ronda

1 (i1, j2) (1, 0, 0) (0, 1, 2−k) (0, 1, 0) (−1, 0, 2−k)

2 (i3, j2) ( 1
2
, 0, 1

2
) (−2−(k+1), 1−2−k

2
, 2−(k+1)) (0, 1, 0) (−1, 0, 2−k)

3 (i3, j2) ( 1
3
, 0, 2

3
) (− 2−k+1

3
, 1−2−k+1

3
, 2−k

3
) (0, 1, 0) (−1, 0, 2−k)

...

τ (i3, j2) ( 1
τ
, 0, τ−1

τ
) (− (τ−1)2−k

τ
, 1−(τ−1)2−k

τ
, 2−k

τ
) (0, 1, 0) (−1, 0, 2−k)

...

2k (i3, j2) (ε, 0, ε−1
ε

) (ε(ε− 1), ε2, ε2) (0, 1, 0) (−1, 0, 2−k)

Tabla 1: Proceso de FP alternante en el juego del teorema 2

La tabla 1 muestra el proceso. Para el jugador fila, justificar su decisión es
trivial ya que la estrategia percibida de su oponente es pura e i3 es la única
acción con utilidad esperada positiva. Para entender por qué el jugador columna
no cambia su estrategia, notemos que7 τ < 2k = 1

ε ⇒ ε(τ − 1 + 1) < 1 ⇒
1− (τ − 1)ε > ε⇒ 1−(τ−1)ε

τ > ε
τ .

Concluimos entonces que (i1, j2), (i3, j2), ...(i3, j2)︸ ︷︷ ︸
2k − 2 veces

es una secuencia de apren-

dizaje de FP alternante de este juego, exponencialmente larga en k y en la cual
no se juega ningún NE puro8.

La demostración para el caso de los juegos no degenerados de 2 × 3 es un
poco menos directa y requiere plantear una variante del juego propuesto en [24],
que podemos extender a otros tamaños.

Teorema 3 Para todo k ≥ 2, n ≥ 2, m ≥ 3, existe un juego no degenerado de
intereses idénticos A de n×m representable en O(k+nm.log(max{n,m})) bits
con al menos un NE puro, con rango de imagen O(n+m), y una secuencia de
FP alternante (iτ , jτ )τ∈N sobre A tal que para todo τ ≤ 2k, (iτ , jτ ) no es un NE
puro.

Demostración. Sea A el juego de intereses idénticos siguiente:

. j1 j2 j3
i1 1 2 0
i2 0 2 + ε 2 + 2ε

7 Como interpretación informal, el incentivo resultante de la única vez que se jugó i1
es muy fuerte por la gran diferencia de utilidades para el jugador 2 entre (i1, j2) e
(i3, j3), por lo que deberán transcurrir 2k−1 iteraciones de i3 luego de i1 para que
las utilidades esperadas se compensen.

8 Que en la ronda 2k se juegue un NE o aún no, dependerá de la regla de desempate
usada.
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Si 0 < ε < 1, el juego es no degenerado e (i2, j3) es el único NE puro.

Consideremos un k > 1 arbitrario. Mostraremos que para ε = 2−k, un proceso
de FP alternante puede tomar 2k rondas antes de que se juegue (i2, j3). Al igual
que en la demostración anterior, el juego puede codificarse en O(k) bits. Si
el proceso comienza con el jugador fila jugando i1, entonces x1A = (1, 2, 0) y
por lo tanto el jugador columna elegirá j2. En la siguiente ronda, el jugador 1
reaccionará con i2, dando que el jugador 2 tendrá una creencia sobre su estrategia
de x2 = ( 1

2 ,
1
2 ), por lo que las utilidades esperadas del jugador 2 serán x2A =

( 1
2 , 2 + ε

2 , 1 + ε) y volverá a elegir j2. El perfil (i2, j2) se repetirá 2k − 1 rondas,

ya que tendremos que mientras 2 ≤ τ ≤ 2k, se cumplirán xτ = ĩ1+(τ−1)ĩ2
τ =

( 1
τ ,

τ−1
τ ), xτA = ( 1

τ , 2 + τ−1
τ ε, 2 τ−1τ (1 + ε)), yτ = j̃2 = (0, 1, 0), Ayτ = (2, 2 + ε).

La tabla 2 muestra el proceso. Para el jugador fila, justificar su decisión es trivial
ya que la estrategia percibida de su oponente es pura y la utilidad esperada de i2
es siempre marginalmente mayor que la de i1. Para entender por qué el jugador
columna no cambia su estrategia, notemos que9 τ ≤ 2k = 1

ε ⇒ 2 + τ−1
τ ε > 1

τ y
2 + τ−1

τ ε > 2 τ−1τ (1 + ε).

(i, j) x xB y Ay
Ronda

1 (i1, j2) (1, 0) (1, 2, 0) (0, 1, 0) (2, 2 + ε)
2 (i2, j2) ( 1

2
, 1
2
) ( 1

2
, 2 + ε

2
, 1 + ε) (0, 1, 0) (2, 2 + ε)

3 (i2, j2) ( 1
3
, 2
3
) ( 1

3
, 2 + 2

3
ε, 4+4ε)

3
) (0, 1, 0) (2, 2 + ε)

...
τ (i2, j2) ( 1

τ
, τ−1

τ
) ( 1

τ
, 2 + τ−1

τ
ε, 2 τ−1

τ
(1 + ε)) (0, 1, 0) (2, 2 + ε)

...

2k (i2, j2) (ε, 1 − ε) (ε, 2 + ε− ε2, 2(1 − ε)(1 + ε)) (0, 1, 0) (2, 2 + ε)

Tabla 2: Proceso de FP alternante en el juego del teorema 3

Concluimos entonces que (i1, j2), (i2, j2), ...(i2, j2)︸ ︷︷ ︸
2k − 1 veces

es una secuencia de apren-

dizaje de FP alternante de este juego, exponencialmente larga en k y en la que
no aparece ningún NE puro, y el teorema sigue del lema 3 con a lo sumo nm
elementos que requieren O(log(max{n,m})) bits cada uno.

El hecho de que el juego originalmente propuesto por Brandt, Fischer y Ha-
rrenstein no sirva para el teorema anterior no es menor. En el teorema que sigue

9 Similarmente a lo que ocurre en el teorema anterior, si bien en las iteraciones recientes
el jugador 1 jugó i2, el incentivo resultante de la única vez que jugó i1 es muy alto por
la gran diferencia de utilidades entre (i1, j3) e (i2, j3), por lo que deberán transcurrir
2k − 1 iteraciones de i2 luego de i1 para que las utilidades esperadas se compensen.
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vemos que FP simultáneo puede requerir una cantidad de rondas exponencial
mientras que toda secuencia de FP alternante converge inmediatamente.

Teorema 4 Para todo k ≥ 2, n ≥ 2, m ≥ 3, existe un juego no degenerado de
intereses idénticos A de n×m representable en O(k+nm.log(max{n,m})) bits,
con rango de imagen O(n + m), y una secuencia de FP simultáneo (iτ , jτ )τ∈N
sobre A tal que, para todo τ ≤ 2k, (iτ , jτ ) no es un NE puro, y para todo proceso

de FP alternante (̂iτ , ĵτ )τ∈N en A, (̂i4, ĵ4) es un NE puro.

Demostración. Sea A el juego de intereses idénticos siguiente:

. j1 j2 j3
i1 1 2 0
i2 0 2 + ε 3

Si 0 < ε < 1, el juego es no degenerado e (i2, j3) es el único NE puro.

Consideremos un k > 1 arbitrario. Mostraremos que para ε = 2−k, un pro-
ceso de FP simultáneo puede tomar 2k rondas antes de que se juegue (i2, j3),
mientras que todo proceso de FP alternante converge de forma pura en un núme-
ro constante de rondas. Al igual que en los teoremas anteriores, el juego puede
codificarse en O(k) bits.

Veamos primero el caso alternante. Existen dos posibles secuencias de FP
alternante para este juego, dado que el jugador 1 elegirá primero y el jugador
2 reaccionará. Si el jugador fila juega i2, el jugador columna responderá con j3,
siendo este el NE puro. Si el jugador fila comienza con i1, el jugador columna
responderá con j2. Esto llevará al jugador fila a jugar i2 en la segunda ronda

por ser Aj̃2 = (2, 2 + ε), mientras que el jugador fila continuará jugando j2.
Esta situación se repetirá una ronda más, tras la cual, la jugador columna se
verá incentivado a jugar j3. Estos dos procesos pueden verse en las tablas 3 y
4. Vemos entonces que, independientemente de k, ambos procesos convergen de
forma pura en 4 rondas o menos.

Para el caso simultáneo, nos basamos en la prueba de [24]. Si el proceso
comienza con (i1, j1), las utilidades esperadas serán Ay1 = (1, 0) y x1B = (1, 2, 0)
respectivamente. Luego, en la segunda iteración el jugador fila elegirá i1 y el
jugador columna j2. Las utilidades esperadas se actualizarán entonces como
Ay2 = ( 3

2 ,
2+ε
2 ) y x2B = (1, 2, 0). En total, por al menos 2k − 1 rondas, los

jugadores elegirán las mismas jugadas que en la iteración 2, dado que para todo
2 ≤ τ ≤ 2k tendremos Ayτ = (2− 1

τ , (2 + ε) τ−1τ ) y xτB = (1, 2, 0), y τ ≤ 2k ⇒
1 > ε(τ − 1)⇒ 2− 1

τ > (2 + ε) τ−1τ . La tabla 5 muestra el proceso.

Concluimos entonces que (i1, j1), (i1, j2), ...(i1, j2)︸ ︷︷ ︸
2k − 1 veces

es una secuencia de apren-

dizaje de FP simultáneo de este juego exponencialmente larga en k y en la cual
no se juega ningún NE puro, y el teorema sigue del lema 3 con a lo sumo nm
elementos que requieren O(log(max{n,m})) bits cada uno.
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(i, j) x xB y Ay
Iteración

1 (i2, j3) (0, 1) (0, 2 + ε, 3) (0, 0, 1) (0, 3)

Tabla 3: Proceso de FP alternante sobre el juego del teorema 4 comenzando por
i2

(i, j) x xB y Ay
Iteración

1 (i1, j2) (1, 0) (1, 2, 0) (0, 1, 0) (2, 2 + ε)
2 (i2, j2) ( 1

2
, 1
2
) ( 1

2
, 2 + ε

2
, 3
2
) (0, 1, 0) (2, 2 + ε)

3 (i2, j2) ( 1
3
, 2
3
) ( 1

3
, 2 + 2

3
ε, 2) (0, 1, 0) (2, 2 + ε)

4 (i2, j3) ( 1
4
, 3
4
) ( 1

4
, 2 + 3

4
ε, 9

4
) (0, 3

4
, 1
4
) ( 3

2
, 3(3+ε)

4
)

Tabla 4: Proceso de FP alternante sobre el juego del teorema 4 comenzando por
i1

(i, j) x xB y Ay
Iteración

1 (i1, j1) (1, 0) (1, 2, 0) (1, 0, 0) (1, 0)
2 (i1, j2) (1, 0) (1, 2, 0) ( 1

2
, 1
2
, 0) ( 3

2
, 2+ε

2
)

3 (i1, j2) (1, 0) (1, 2, 0) ( 1
3
, 2
3
, 0) ( 5

3
, 4+2ε

3
)

...
τ (i1, j2) (1, 0) (1, 2, 0) ( 1

τ
, τ−1

τ
, 0) (2 − 1

τ
, (2 + ε) τ−1

τ
)

...

2k (i1, j2) (1, 0) (1, 2, 0) (ε, 1 − ε, 0) (2 − ε, (2 + ε)(1 − ε))

Tabla 5: Proceso de FP simultáneo sobre el juego del teorema 4 comenzando por
(i1, j1)
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7. Conclusiones y trabajo futuro

Hemos probado que FP alternante podŕıa requerir una cantidad exponencial
de rondas antes de alcanzar un NE puro, para lo cual hemos definido juegos
de tamaño minimal que pueden ser extendidos manteniendo buenas propieda-
des. Hay varias posibilidades de trabajo futuro. Dado un juego que tenga algún
NE puro, ¿cuál es el costo computacional de determinar si FP simultáneo (o
alternante) va a requerir un número exponencial de rondas antes de alcanzar
un NE? En este trabajo mostramos patrones para ello, pero interesaŕıa si en
el caso de matrices cualesquiera se puede mejorar la cota exponencial que ya
tenemos mediante la simulación del proceso. Una variante involucra generalizar
FP considerando BR(xτ−k) con k una constante, es decir, que los jugadores sólo
puedan observar las decisiones tomadas varias rondas atrás. Son también rele-
vantes otras nociones de convergencia más débiles y el tratamiento de equilibrios
mixtos. Eventualmente se podŕıa combinar FP con aprendizaje por refuerzo. De-
jamos finalmente abierto el planteo de los problemas tratados en este art́ıculo
para juegos de más de dos jugadores.
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s001990050345.
[11] D. Monderer y A. Sela. Fictitious play and- no-cycling conditions. Son-

derforschungsbereich 504 Publications 97-12. University of Mannheim,
jun. de 1997. url: https://ideas.repec.org/p/xrs/sfbmaa/97-
12.html.

[12] U. Berger. “Fictitious play in 2xn games”. En: Journal of Economic
Theory 120 (abr. de 2003).

[13] R. Chu y G. Vreeswijk. “Extending fictitious play with pattern re-
cognition”. En: CEUR Workshop Proceedings 1113 (ene. de 2013),
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